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Zadaci za prvi razred

17.3.2018. godine

Zadatak 1
Odrediti sve cijele brojeve n takve da je n* + 2n + 2018 potpun kvadrat.

Zadatak 2
Pretpostavimo da su a, b i ¢ po parovima relativno prosti cijeli brojevi takvi da je
a
=2i =3
b+c a+c

Odrediti vrijednost |c|. Za dva broja kazemo da su relativno prosti ukoliko je njihov NZD jednak
jedinici, te za tri broja kazemo da su po parovima relativno prosti ukoliko je NZD za svaka dva
jednak jedinici.

Zadatak 3
Prirodni brojevi od 1 do 16 zapisani su u kvadratice tabele 4 X 4. Sabrani su brojevi za svaku

kolonu. Ukoliko je jedna suma vecéa od preostale tri, oznacimo je sa S.

a) Navedite primjer tabele za S = 40.
b) Koja je najmanja vrijednost za S?

Zadatak 4
Neka je D tacka na stranici AC trougla ABC ineka D leziizmedu A i C. Upisani krugovi u trouglove
ABD, BCD i ABC dodiruju CAu F, K i H, redom. Dokazati da je |DF| = |KH]|.

Svaki zadatak nosi 25 bodova.
Vrijeme za izradu zadataka je 120 minuta.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.

Sretno!



Rjesenja zadataka za prvi razred

Zadatak 1
Odrediti sve cijele brojeve n takve da je n* + 2n + 2018 potpun kvadrat.
Rjesenje. Trebamo rijesiti jednacinu
n® +2n+ 2018 = k%, k € N.

Drugacije zapisano

(n+1)%+ 2017 = k2.
Sada vrijedi

k2 —(n+1)%2=2017

(k—(n+1) (k+(n+1))=2017.
Kako je 2017 prost broj, to imamo ukupno cetiti mogucnosti:

. k—-n—-1=1Ak+n+1=2017.
i, k—-m—-1=2017Ak+n+1=1.
ii. k—-nmn—-1=-1Ak+n+1=-2017.
v. k—-nm—1=-2017Ak+n+1=-1.

Rjesavanjem sistema jednacina, dobijamo rjesenja:
i.  k=1009,n=1007.
i. k=1009,n=-1009.

iii. k=-1009, n=-1009.
iv.  k=-1009,n =1007.



Zadatak 2

Pretpostavimo da su a, b i ¢ po parovima relativno prosti cijeli brojevi takvi da je

a b
=2i = 3.
b+c a+c

Odrediti vtijednost |c|. Za dva broja kazemo da su relativno prosti ukoliko je njihov NZD jednak
jedinici, te za tri broja kazemo da su po parovima relativno prosti ukoliko je NZD za svaka dva
jednak jedinici.

Rjesenje. Dati uslovi se mogu napisati kao:
a=2b+2c
b = 3a + 3c.
Uvrsavanjem prve jednacine u drugu, dobijamo
b =3(2b + 2c) + 3c.
Iz toga vrijedi da je

b =6b+ 6¢c+ 3c.

Sada je
b= 9
= 5 C.
Takoder, kako vrijedi da je
a=2b+ 2c,
imamo da je
_ 18c 420 = 8
a= 5 c = 5 C.

Kako su a, b i ¢ cijeli brojevi , to mora 5|c. Ukoliko ¢ ima bilo koji drugi prost faktor, onda ¢e taj

faktor dijelid a i b, $to se ne moze desiti, jer su brojevi relativno prosti po uslovu zadatka. Dakle,

|c| = 5.



Zadatak 3

Prirodni brojevi od 1 do 16 zapisani su u kvadratice tabele 4 X 4. Sabrani su brojevi za svaku

kolonu. Ukoliko je jedna suma vecéa od preostale tri, oznac¢imo je sa S.

a) Navedite primjer tabele za § = 40.
b) Koja je najmanja vrijednost za S?

RjesSenje.
a) Primjer je prikazan na slici ispod.
3 110
6 |5
11 |12
16 | 1514 |13

b) Na ploci su brojevi od 1 do 16 i njihova suma je 136. Kako je 136 jednako 4 - 34, to
znaci da su ili sve sume u kolonama jednake 34 ili postoji neka suma veca od tog broja. U
prvom slucaju, S ne postoji, dok je u drugom slucaju najmanja vrijednost za S = 35. Za
S = 35 mozemo konstruisati primjer, kao na slici ispod.

1 12 |3 |4
8 |7 |6 |5
9 (10|11 |12
16 |15 |13 | 14




Zadatak 4

Neka je D tacka na stranici AC trougla ABC ineka D leziizmedu A i C. Upisani krugovi u trouglove
ABD, BCD i ABC dodiruju CAu F, K i H, redom. Dokazati da je |DF| = |KH]|.

Rjesenje. Koristimo poznatu ¢injenicu da je udaljenost vrha trougla X od dodirne tacke upisane

kruznice u trougao jednak s — x, gdje je S poluobim i X je duzina stranica nasuprot vrha X. Tvrdnja

se jednostavno dokazuje koristeci ¢injenicu da su tangentne duzi iz jedne tacke na kruznicu jednake.

Primijenimo ovu ¢injenicu na svaki od tri trougla BCD, ABC i ABC. Koristimo oznake a = |B_C|,

b:lﬁhc: |E|,tex= |C_D|,y

Sada imamo
%] -
[KF| =

|HA]

— |DAliz = |BD).

Z+x+a Z+x—a
———a=——
ct+ty+z ct+ty—z
— TI=—
a+b+c b+c—a
— e=—

Koristedi da je b = x + y, napisane jednakosti impliciraju

[HF| = [HA| - [FA] =

b+c—a c+y—z x+z-—a

2 2

= |KD|.

Dakle, |ﬁ| = |ﬁ| — |ﬁ| = |ﬁ| — |ﬁ| = |ﬁ|, kao s$to se i trazilo.



Zadaci za drugi razred

17.3.2018. godine

Zadatak 1

Svaki od prirodnih brojeva 1,2,3, ...,31 napisan je na jednoj karti. Adnan i Ivan biraju po 15 karata.
Uocili su da je suma na Adnanovim kartama tacno tri puta veca od sume na Ivanovim kartama.
Odrediti koji je broj zapisan na karti koju nijedan igrac¢ nije izabrao?

Zadatak 2

Rijesiti jednacinu po X u skupu realnih brojeva

Zadatak 3
Dat je paralelogram ABCD. Oznac¢imo sa M sredinu segmenta AD,asa P podnozje okomice iz
tacke B na CM. Dokazati da je |ﬁ| = |E|

Zadatak 4

Pozitivni cijeli brojevi m i n su takvi da je m2918 L m + n? djeljivo sa mn. Dokazati da je m
potpun kvadrat.

Svaki zadatak nosi 25 bodova.
Vrijeme za izradu zadataka je 120 minuta.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta 1 drugih uredaja.

Sretno!



Rjesenja zadataka za drugi razred

Zadatak 1

Svaki od prirodnih brojeva 1,2,3, ...,31 napisan je na jednoj karti. Adnan i Ivan biraju po 15 karata.
Uocili su da je suma na Adnanovim kartama tac¢no tri puta veca od sume na Ivanovim kartama.
Odrediti koji je broj zapisan na karti koju nijedan igrac nije izabrao?

Rjesenje. Najmanji zbir karata koje jedan igra¢ moze izabrati jednak je
1+2+3+--+15=120.

Pretpostavimo da igra¢ uzima najvece ponudene karte. Dakle, najve¢i mogudi zbir karata koje jedan
igra¢ moze uzeti, jednak je

31+30+29 + -+ 17 = 360.

Kako je po uslovu zadatka zbir na Adnanovim kartama tacno tri puta veci od sume na Ivanovim
kartama, jedina opcija jeste da je Ivan uzeo prvih 15, a Adnan posljednjih 15 karata.

Dakle, 16 je jedina karta koju igraci nisu uzeli.



Zadatak 2

Rijesiti jednacinu po X u skupu realnih brojeva

1
VxZ+x+ 1+F=\/x+3.

Rjesenje. Kvadrirajmo pocetnu jednacinu. Dobijamo

1 1
x2+x+1+—2+2\/(x2+x)(1+—2>=x+3.
X X

Data se jednakost svodi na

1 1
x2+x—2+2\/(x2+x)<1+x—2)=2.

Kako je poznato da vrijedi

(AG nejednakost), to imamo da vrijedi

1 1 1
2=x2+—2+2\/(x2+x)(1+—2>22+2\/(x2+x)(1+—2>.
x x x

Dakle
2\/(962 + x) <1+—2> =0,
X
te
1
2 _
xX® = x—z
Sada imamo da je x* = 1, tj. x = +1.
Jednostavnim uvrstavanjem vrijednosti x = 11 x = —1 u jednacinu 2 \/ (x% +x) (1 + iz) =0,
X

dobijamo da je x = —1 jedino rjesenje.



Zadatak 3
Dat je paralelogram ABCD. Ozna¢imo sa M sredinu segmenta AD,asa P podnozje okomice iz
tacke B na CM. Dokazati da je |ﬁ| = |E|

Rjesenje. Oznacimo sa N sredinu stranice BC.

Jednostavno se pokazuje da je cM paralelno sa AN. Kako to vrijedi, imamo da je BP okomito na
AN. Kako je trougao BPC pravougli, te N je srediste hipotenuze, to je |W| = |C_N| = |W|

U cetverouglu ABNP imamo da se dijagonale sijeku pod uglom od 90 stepeni, te da je |W| =
|W| Lahko se pokazuje da su trouglovi APN i ABN podudarni (|ﬂ| = |m|, |W| = |W|,
£ANP = £ANB).

Dakle, |E| = |ﬁ|



Zadatak 4

Pozitivni cijeli brojevi m i n su takvi da je m?°1® + m + n? djeljivo sa mn. Dokazati da je m
potpun kvadrat.

Rjesenje. Neka je d = NZD(m, n). Tadaje m = dain = db, gdje je NZD(a, b) = 1.
Sada imamo da
d?ab|d*°'8a?°'® + da + d*b>.
Na osnovu toga, vrijedi da je
dab|d?*°'7a?18 4+ a + db>.
Sada se zakljucuje da d|a.

Istovremeno, kako je NZD(a, b) = 1, te a|db?, imamo da je a|d. Ovo je moguée samo kada je
a=d.

Dakle, m = da = d?.
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Z.adaci za treéi razred

17.3.2018. godine

Zadatak 1

Nacdi sva rjesenja jednacine

2€05% = 3 — cos? x.

Zadatak 2

Ukoliko je trocifreni broj abc djeljiv sa 27, dokazati da su tada i brojevi bca i cab djeljivi sa 27.

Zadatak 3
Tacka D nalazi se na stranici BC trougla ABC, takva da je ZABC = £DAC = 30° i ZADB = 45°.
Dokazati da je |ﬁ| = |E|

Zadatak 4

Na koliko nacina mozemo podijeliti skup prirodnih brojeva {1,2,3, ...,12} na Sest po parovima
disjunktnih podskupova, gdje je svaki podskup sacinjen od dva elementa i elementi u bilo kojem
podskupu su relativno prosti. Za dva skupa kazemo da su disjunktni ako i samo ako je njihov
presjek prazan skup.

Svaki zadatak nosi 25 bodova.
Vrijeme za izradu zadataka je 120 minuta.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.

Sretno!
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Rjesenja zadataka za treci razred

Zadatak 1

Nacdi sva rjesenja jednacine
2€05% = 3 — cos®x.

Rjesenje. Poznato je da je najveca vrijednost funkcija sinus 1 kosinus jednaka jedan. Zbog toga
imamo

2005% < 2,
S druge strane, kako je cos? x takoder najvise jednako jedinici, vrijedi
3 —cos®x > 2.
Dakle,
260X < 2 <3 —cos®x.
Znak jednakosti mora vrijediti, a on se postize kada je
cosx = 1.

Ovo vrijedi za x = 2k, gdje je k proizvoljan cijeli broj.

12



Zadatak 2

Ukoliko je trocifreni broj abc djeljiv sa 27, dokazati da su tada i brojevi bca i cab djeljivi sa 27.

Rjesenje. Posmatrajmo razliku prirodnih brojeva abc i bca.

Imamo da vrijedi
abc — bca = 100a + 10b 4+ ¢ — 100b — 10c — a = 99a — 90b — 9¢ = 9(11a — 10b — ¢).

Kako je broj abc djeljiv sa 27, da bi rijesili zadatak, dovoljno je pokazati da je 11a — 10b — ¢
djeljivo sa 3. Drugacije rec¢eno, trebamo pokazati da je 2a — b — ¢ djeljivo sa 3.

Iz abc = 100a + 10b + ¢, imamo da je a + b + ¢ djeljivo sa 3, tj. b + ¢ = 3k — a.

Dakle,b + ¢ = =3k + a,paje 2a —b — c = 2a — 3k + a = 3(a — k). Izraz je djeljiv sa 3.
Sliéno se pokazuje i za cab = 100c + 10a + b. Tada je

abc — cab = 100a + 10b 4+ ¢ — 100c — 10a — b = 90a + 9b — 99¢ = 9(10a + b — 11¢).

Dakle, a + b — 2¢ mora biti djeljivo sa 3. Kako je abc djeljivo sa 27, a samim tim i sa 3, imamo
dajea+b+c=3k,pajea+b =3k —c Dakle,a+b—2c=3k—c—2c=3k—3c=
3(k —c).

13



Zadatak 3

Tacka D nalazi se na stranici BC trougla ABC, takva da je ZABC = £DAC = 30° i LADB = 45°.
Dokazati da je |ﬁ| = |R|

Rjesenje 1. Neka je O centar opisane kruznice trougla ABC i neka je E tacka gdje AD drugi put
sijece kruznicu.

Kako je centralni ugao dvostruko veci od periferijskog, imamo da je ZCOA = 2£4CBA = 60°. Isto
tako je ZEOC = 2£EAC = 60°. Koristedi da je |E| = |@| = |ﬁ|, imamo da su trouglovi
OAC i OCE jednakostranicni. Na osnovu toga, AE je okomito na 0C, te imamo da je |W| = |D_C|
i |£0] = |EC).

Sada je ADOE podudaran sa ADCE, te je samim tim £ODE = £CDE = £ADB = 45°. Dakle,
0D je okomito na BC.1z toga imamo da je D srediste stranice B_C, kao $to se i trazilo.

Rjesenje 2. U trouglu ABD imamo da je ZBAD = 180° — 30° — 45° = 105°.

Poznato je da vrijedi sin 105° = cos 15°, te sin 30° = 2'sin 15° cos 15°.

Uz upotrebu sinusne teoreme na trougao ABD, imamo da je

BD| = sin 105°
| |_ sin 30°

AD| = 2sin 15° AD|.

S druge strane, primjenom sinusne teoreme na trougao ADC, dobijamo

Del = sin 30°
| | ~ sin15°

AD| = 2cos15°

D).

Konacno, kotisteéi da je sin 30° = %, imamo daje 1 = 2sin30° = 4 sin 15° cos 15°. Sada je
— =2 15°,
2sin15° cos

sto implicira da je |ﬁ| = |R|

14



Zadatak 4

Na koliko nacina mozemo podijeliti skup prirodnih brojeva {1,2,3, ...,12} na Sest po parovima
disjunktnih podskupova, gdje je svaki podskup sacinjen od dva elementa i elementi u bilo kojem
podskupu su relativno prosti. Za dva skupa kazemo da su disjunktni ako 1 samo ako je njihov
presjek prazan skup.

Rjesenje. Nikoja dva parna broja ne mogu biti u istom podskupu. Kako ukupno imamo Sest
podskupova, te Sest parnih i Sest neparnih brojeva, jasno je da u svakom paru mora biti jedan paran
1 jedan neparan broj. Nazovimo te parove par-nepar.

Osim toga, broj 6 i broj 12 ne mogu biti upareni sa 319, te broj 10 ne moze biti uparen sa 5.

Ovo znaci da neparni brojevi 1, 7 1 11 mogu biti upareni sa parnim brojevima 2, 4, 6, 8, 10 1 12,
brojevi 319 mogu biti upareni sa 2, 4, 8 1 10, te broj 5 moze biti uparen sa 2, 4, 6, 81 12.

Neophodno je da posmatramo dva slucaja.

Neka je u prvom slucaju 5 upareno sa 6 ili 12. To znaéi da ukupno imamo
2:4-3-3-2-1=144

mogucnosti.

U drugom Isucaju, neka je 5 upareno sa 2, 4 ili 8. Tada imamo ukupno
3-3-2-3-2-1=108

mogucnosti.

Ukupan broj moguénosti jednak je 144 + 108 = 252.

15



Z.adaci za Cetvrti razred

17.3.2018. godine

Zadatak 1

Izracunati vrijednost izraza

1-22433-4452-63+7—82+93—...— 40+ 41% — 423,

Zadatak 2
Neka je dat prirodan broj n takav da je n = pqr, gdje su p, q i r prosti brojevi. Neka je

p+1)-(g+1)-r=n+138.

Oderediti vrijednost broja n.

Zadatak 3

Matematicki klubovi su iznenadno postali popularni u Bosni i Hercegovini i svaki ucenik se uclanio
u neki klub (ili vise njih). Svaka dva kluba imaju najmanje jednog zajednickog clana. Dokazati da je
moguce podijeliti linijare i1 Sestare ucenicima tako da je tacno jedan dobio i linijar i Sestar, a svaki
klub posjeduje 1 linijar i Sestar.

Zadatak 4

Unutar trougla ABC, simetrale uglova kod vrha B 1 C sijeku suprotne stranice AC i AB u tackama

E i F, redom. Dokazati da je trougao ABC jednakokraki ukoliko je zadovoljen bar jedan od uslova:

o [AE| = |7F|
b [BF| = [E].

Svaki zadatak nosi 25 bodova.
Vrijeme za izradu zadataka je 120 minuta.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta 1 drugih uredaja.

Sretno!
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Rjesenja zadataka za Cetvrti razred

Zadatak 1

Izracunati vrijednost izraza
1-22+4+33—4+52-63+7—-82+9% — . — 40 + 41% — 423,

Rjesenje. Oznacimo sa S datu sumu. Nakon detaljnije analize sume S, mozemo uoditi da se svaki
Sesti element ponavlja po obliku (predznak i stepen).

Stoga, sumu mozemo napisati kao

S= ;(6k _5)— ;(6k _2)— kzzl(mc _ 4)2

+ ;(6k 1%+ ;(6@3 - ) (6k-3)*

k=1

Raspisivanjem ove sume, dobijamo da je

7 7 7
S = —3242:k2 +198Zk—4521
k=1 k=1 k=1

= —324-140+192-28—-45-7
= —40131.

Radi kraceg pisanja, koristi se standardna oznaka za sumu, gdje

n

D

k=1

oznacava sumu vrijednosti

fA)+ @)+ -+ f().

17



Zadatak 2
Neka je dat prirodan broj n takav da je n = pqr, gdje su p, q i r prosti brojevi. Neka je

p+1)-(q+1)-r=n+138.

Odrediti vrijednost broja n.
Rjesenje. Izraz se moze zapisati kao

pqr + pr +qr + r = pqr + 138.
Dakle

r-(q+p+1)=138.

Iz ove jednacine imamo da je

r-(p+q+1)=138=2-3-23.

Ostaje da ispitamo slucajeve. Kako su p,q i 1 prosti, to za r imamo moguénosti r = 2,7 = 3 ili

r=23.

Zar =2 imamo daje p + q + 1 = 69. Jednostavnom provjerom pronalazimo da su parovi koji
zadovoljavaju jednacinu (p,q) € {(7,61),(61,7),(31,37),(37,31)}. Dakle, n = 854 ili n =
2294.

Za r = 3, slicnom provijerom imamo p + q = 45. Parovi koji zadovoljavaju ovu jednacinu su

(p,q) € {(2,43),(43, 2)}, sto znac¢i da je n = 258.
Zar = 23,imamodajep +q =5, 4. (p,q) € {(2,3),(3,2)}. Dakle, n = 138.

Konacno, mogucée vrijednosti za n su: 138,258,854 i 2294.

18



Zadatak 3

Matematicki klubovi su iznenadno postali popularni u Bosni i Hercegovini i svaki ucenik se uclanio
u neki klub (ili vise njih). Svaka dva kluba imaju najmanje jednog zajednickog clana. Dokazati da je
moguce podijeliti linijare i Sestare ucenicima tako da je tacno jedan dobio i linijar i Sestar, a svaki
klub posjeduje i linijar i Sestar.

Rjesenje. Posmatrajmo osobu koja se nalazi u najvise matematickih klubova.

Ukoliko ima vise takvih osoba, izaberimo jednu od njih i ozna¢imo je sa A. Osobi A ¢emo dodijeliti
linijar i Sestar.

Svim osobama sa kojima je A u istom drustvu dodijelimo linijar. Svim osobama sa kojima A4 nije u
drustvu, dodijelimo Sestar.

Time smo osigurali da ¢e svaka grupa u kojoj je A imati linijar i Sestar.

S druge strane, svaka grupa u kojoj nije A ima sa svakom grupom u kojoj jeste A bar jednog
zajednickog ¢lana. Medutim, taj ¢lan ima linijar, a svi ¢lanovi grupe u kojoj se ne nalazi 4 imaju
Sestar, pa e svaki klub u konacnici imati 1 linijar 1 Sestar.

19



Zadatak 4

Unutar trougla ABC, simetrale uglova kod vrha B i C sijeku suprotne stranice AC i AB u tackama
E i F, redom. Dokazati da je trougao ABC jednakokraki ukoliko je zadovoljen bar jedan od uslova:

o || = a7
) [BF| = [cE).
Rjesenje.
a) Neka je I presjek simetrala uglova trougla ABC. Tada je Al simetrala ZBAC. Kako je

b)

|E| = |ﬁ , te kako je Al zajednicka stranica za AAET 1 AAFI, trouglovi su podudarni
po pravilu SUS. Dakle, ZAFI = £AEI.
Ovi uglovi su vanjski uglovi za ABIF i ACIE. Na osnovu toga vrijedi
£IBF + £FIB = LEIC + £ECI.
Dakle, ZIBF = £LECI,te £ZCBA = £ACB iz ¢ega imamo da je trougao ABC jednakokraki.

Neka je x = |ﬁ|, y = |E| iz = |ﬁ| = |C_E| Zbog cinjenice da simetrala ugla dijeli
nasuprotne stranice u omjeru susjednih stranica uglu, imamo da je
x y+z
z a
i
y x+z
z a
1z toga je
ytz x+z

z a a
Sada imamo da je y% + yz = x? + xz, iz ¢egaje (y —x) - (x + y + z) = 0.

Kakojex +y+2z > 0,morabitiy = x.Dakle, x +z=y +z = |R|

20
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