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Zadaci za prvi razred

23.3.2019. godine

Zadatak 1.

Odrediti sve proste brojeve p takve da je broj 37 + p3 prost.

Napomena. Za neki prirodan broj n kazemo da je prost ukoliko su njegovi jedini djelioci u skupu
prirodnih brojeva 1 i n. Inace, za broj kazemo da je slozen. Broj 1 ne smatramo ni prostim ni
slozenim.

Zadatak 2.

2201841 2201941
22019+11 22020 41"

Dalije vece

Zadatak 3.

Osnovice trapeza su @ = 7cm i ¢ = 2cm, a jedan krak je d = 4cm. Odrediti obim i povrsinu
trapeza, ukoliko je zbir uglova na vecoj osnovici trapeza 90°.

Zadatak 4.

Na raspolaganju imate ploc¢ice dimenzija 1 X 1, 2 X 2 i 3 X 3. Svakih plocica imate proizvoljan
broj (koliko vama treba). Koja je najmanja kvadratna povrsina koju mozete poplocati koristeci
tacno jedanaest plocicar Svako polje ploce mora biti poplocano, te se plocice ne smiju preklapati
ili prelaziti van okvira kvadratne povrsine koju poplo¢avamo.

Napomena. Nakon s§to pronadete velicinu kvadrata kojeg mozete poplocati, potrebno je da
pokazete da je nemoguce poplocati kvadrat manje dimenzije.

Svaki zadatak nosi 25 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta 1 drugih uredaja.

Sretno!



Rjesenja zadataka za prvi razred

Zadatak 1.

Odrediti sve proste brojeve p takve da je broj 37 + p3 prost.

Rjesenje

Posmatrajmo slu¢aj p = 2.Tadaje 3P + p* = 3% 4+ 23 = 9 4+ 8 = 17, 5to je ocigledno prost broj.
Neka je sada p > 2. Svi prosti brojevi veéi od 2 su neparni. Stoga, p* je takoder neparan broj. Kako
je 3P takoder neparan, izraz 3P + p3 je paran broj. Kako je p prirodan broj, to je 37 > 2, pa je
3P + p? > 2. Kako je 2 jedini prost paran broj, to izraz 3P 4+ p3 ne moze biti prost.

Dakle, jedino rjesenje je p = 2.



Rjesenja zadataka za prvi razred

Zadatak 2.

2201841 . 2201941
22019_+_11 22020 41°

Dalije vece

Rjesenje
Neka je
22018 4 {
T 22019 1 1q
22019 4 1
T 2020 4 1

Pretpostavimo da je A > B. Ukoliko izraz A > B svedemo na izraz koji je ocigledno tacan, nasa
tvrdnja je dokazana. Svaki od narednih izraza je ekvivalentan:

A>B

22018 +1 22019 +1
22019 +1 > 22020 +1

(22018 + 1)(22020 + 1) > (22019 + 1)(22019 + 1)

24038 + 22018 + 22020 +1> 24038 + 22019 + 22019 +1

22018 4 2020 -, 22019 ,
14+22>2-2=4
5>4,

Dakle, kako je 5 > 4 ocigledno tacno, to je i pocetna tvrdnja A > B takoder tacna.



Rjesenja zadataka za prvi razred

Zadatak 3.

Osnovice trapeza su @ = 7cm i ¢ = 2cm, a jedan krak je d = 4cm. Odrediti obim i povtsinu
trapeza ukoliko je zbir uglova na vecoj osnovici trapeza 90°.

Rjesenje.
Neka je dat trapez ABCD sa osnovicama AB = a = 7,CD = ¢ = 2 i krakom AD = d = 4.

Neka se stranice AD i BC sijeku u tacki E. Kako je zbir uglova na vecoj osnovici, AB, jednak 90°,
to je LZAEB = 90° u trouglu AEB. Dakle, trouglovi AEB i DEC su pravougli trouglovi.

Kako je DC||AB, to su pravougli trouglovi AEB i DEC sli¢ni, jer imaju jednake uglove. Tada je
AE AB 7

DE DC 2
Neka je DE = x. Tada je AE = x + 4, pa vrijedi

x+4_
=

7
>
Dakle,

2x+8="7x
5x =8

X ==

5

Kako je trougao DEC pravougli, iz Pitagorine teoreme imamo
EC* + x* = 22
EC* + ot _ 4
25
36

EC* =— :>EC:§.
25 5

Isto tako, iz pravouglog trougla AEB i Pitagorine teoreme, imamo da je
AE? + EB* = AB?.

8 2
(4+—) + EB? = 7°.

5
£B? — 49 784_441:>EB_21
N 25 25 57

Dakle, BC = EB — EC = 15—5= 3,



Sada je o¢igledno obim trapeza jednak AB + BC + CD + AD =7+ 3+ 2 + 4 = 16.

Povrsina trapeza se moze izracunati kao razlika povrsina trouglova EAB 1 EDC.

AE-EB ED-EC

ABCD EAB EDC 2 2
28 21 8 6

T 5 §'§_294 24_54

2 2 25 25 §5°



Rjesenja zadataka za prvi razred

Zadatak 4.

Na raspolaganju imate plocice dimenzija 1 X 1, 2 X 2 i 3 X 3. Svakih plocica imate proizvoljan
broj (koliko vama treba). Koja je najmanja kvadratna povrsina koju mozete poplocati koristeci
tacno jedanaest plocicar Svako polje ploce mora biti poplocano, te se plocice ne smiju preklapati
ili prelaziti van okvira kvadratne povrsine koju poplo¢avamo.

Rjesenje

Neka je stranica trazenog kvadrata x. Ukoliko koristimo samo ploc¢ice 1 X 1, ukupno éemo
poplocati povrsinu 11. Kako ne postoji kvadrat povrsine 11 sa stranicama u skupu prirodnih
brojeva, to je o¢igledno x > 3.

Neka ¢emo za poploc¢avanje kvadrata stranice x koristiti @ plocica 1 X 1, b plocica 2 X 2 i ¢ plocica
3 X 3, te kako znamo da jedna plocica 1 X 1 pokriva povrsinu jedan, jedna plocica 2 X 2 povrsinu
Cetiti 1 jedna plocica 3 X 3 povtsinu 9, to ¢emo ukupno poplocati a1+ b -4+ c -9 polja.
Istovremeno, treba da vrijedi @ + 4b + 9¢ = x%,tea + b + ¢ = 11.

Posmatrajmo da li mozemo poplocati kvadrat x = 4. Tada je
a+4b+9c=16Aa+b+c=11.
Dakle, 3b + 8¢ = 5.
Ocigledno je ¢ = 0 (jer bi tada 3b + 8¢ > 8). Dakle, 3b = 5, §to je nemoguce.
Posmatrajmo slucaj x = 5. Tada je
a+4b+9c=25Aa+b+c=11
Dakle, 3b + 8c = 14.

Ukoliko je ¢ > 1, lijeva strana je veca od desne. Stoga, ¢ moze biti ili 0 ili 1. Ukoliko je ¢ = 0,
imamo 3b = 14 $to je nemoguce. Dakle, ¢ = 1. Tada je 3b = 6, §j. b = 2. Sada je

a+b+c=a+2+1=a+3=11,
pa je a = 8. Povtsina koja je poktivena, jednakaje 8 +4-2+9 =8+ 8 + 9 = 25.

Ostaje pokazati da je moguce pokriti ovu povitsinu. Jedno od mogucih pokrivanja dato je na slici

ispod.




Zadaci za drugi razred

23.3.2019. godine

Zadatak 1.
a) Dokazati da vrijedi a* + 4b* = (a® + 2b* — 2ab)(a® + 2b* + 2ab).
b) Dalije broj 2019* + 42021 prost?

Zadatak 2.

Boris govori jedan trocifreni broj Amili. Nijedna cifra Borisovog broja nije jednaka 0 i sve cifre su
razlicite. Amila zapisuje sve trocifrene brojeve koji se mogu dobiti mijesanjem cifara Borisovog
broja na papir. Zbir zapisanih brojeva jednak je 2442. Koji je najveci broj kojeg je Boris mogao reci
Amili?

Zadatak 3.
Neka je ABCD kvadrati M i N tacke na AB i BC, redom. Vrijedi ZMDN = 45°. Ako je R sredina
duzi MN dokazi da je PR = RQ, gdje su P i Q tacke presjeka AC sa MD i ND, redom.

Zadatak 4.

Tom i Jerry igraju igru. Najprije Jerry napise 9 prirodnih brojeva na papir, a Tom pokusava dobiti
da svi brojevi budu jednaki, visestrukim ponavljanjem sljedece operacije: u jednom koraku on bira
dva broja i mijenja svaki od njih njithovim zbirom. Moze li Jerry odabrati takve brojeve da Tom ne
moze ostvariti svoj naum ili Tom moze uvijek napraviti da brojevi budu jednaki, bez obzira koje
brojeve Jerry odabere?

Svaki zadatak nosi 25 bodova.
Vrijeme za izradu zadataka je 120 minuta.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.

Sretno!



Rjesenja zadataka za drugi razred

Zadatak 1.

a) Dokazati da vrijedi a* + 4b* = (a® + 2b* — 2ab)(a® + 2b* + 2ab).
b) Dalije broj 2019* + 42021 prost?

Rjesenje

a)

b)

Krenimo od izraza
a* + 4b* = (a? + 2b% — 2ab)(a® + 2b? + 2ab).

Nakon mnozenja, imamo

a* + 4b* = a* + 2a?b? + 2a3b + 2a?b? + 4b* + 4ab?® — 2a3b — 4ab3® — 4a®b>.

Sada je

0 = a* + 2a?b? + 2a3b + 2a®b? + 4b* + 4ab® — 2a3b — 4ab® — 4a*b? — a*

— 4b*,

0 = (a* — a*) + (2a?b? + 2a?b? — 4a*b?) + (2a®b — 2a®b) + (4b* — 4b*)
+ (4ab® — 4ab?®) = 0.

Dakle, tvrdnja je dokazana.

Uocimo da se 2019% + 42921 moze napisati kao 2019% + 4 - (45°4)*, Koristedi tvrdnju
dokazanu u prvom dijelu zadatka, vidimo da je
2019* + 4 - (4504)4
= (20192 + 2 - (459%)2 — 2. 20192 - 45%%)
(20192 + 2 - (4°9%)2 4+ 2. 20192 - 4504),

Izraz ée biti slozen ukoliko su vrijednosti u obje zagrade vece od 1. Za drugu zagradu je
tvrdnja jasna. Dokazimo sada da je
20197 + 2 - (4°9%)2 — 2-2019% - 4°0* > 1,
Dovoljno je pokazati da je
2+ (4592 > 2.2019? - 4504,
Navedena tvrdnja se svodi na

4504 > 20192
Ova tvrdnja je o¢igledno tacna, jer je ve¢ 411 > 20192



Rjesenja zadataka za drugi razred

Zadatak 2.

Boris govori jedan trocifreni broj Amili. Nijedna cifra Borisovog broja nije jednaka 0 i sve cifre su
razli¢ite. Amila zapisuje sve trocifrene brojeve koji se mogu dobiti mijesanjem cifara Borisovog
broja na papir. Zbir zapisanih brojeva jednak je 2442. Koji je najveci broj kojeg je Boris mogao
reci?

Rjesenje

Neka Boris kaze broj abc. Tada Amila moze zapisati Sest brojeva
abc = 100a + 10b + ¢
ach = 100a + 10c + b

bac = 100b + 10a + ¢

bca = 100b + 10c + a
cab = 100c + 10a + b

cba =100c +10b + a
Ukoliko saberemo sve brojeve, dobijamo
222(a+ b +c) = 2442.
Sada je
a+b+c=11

Da bi Borisov broj bio najveci, neophodno je da prva cifra poprimi najve¢u mogucu vrijednost.
Ukoliko bi Boris za cifru a izabrao broj 9, te kako ne moze izabrati cifru 0, najmanje vrijednosti
za b ic bibile 11 2. Medutim, tada bi zbir cifara bio veci od 11. Stoga, @ mora biti 8, dok za b i ¢
biramo 2 i 1, redom. Dakle, najveci broj kojeg je Botis mogao reci je 821.



Rjesenja zadataka za drugi razred

Zadatak 3.
Neka je ABCD kvadrati M i N tacke na AB i BC, redom. Vrijedi ZMDN = 45°. Ako je R stedina
duzi MN dokazi da je PR = RQ, gdje su P i Q tacke presjeka AC sa MD i ND, redom.

Rjesenje

Oznac¢imo ugao LADM sa ¢. Posmatrajmo ugao LQAM = 45° = £MDQ, $to znaci da je AMQD
tetivan cetverougao. Medutim, tada je jednostavno zakljuciti da je ZAQM = ¢ = LADM, kao
uglovi nad istom tetivom.

Poznato je da je ZACB = 45°, da je ZNDC = 45° — @. Sada iz pravouglog trougla DCN lahko
zakljucujemo da je ZDNC = 45° + ¢, te ZNQC = 90° — ¢. 1z ovoga je ZAQN =90° + ¢.
Imamo da je £MQN = £AQN — £AQM =90 + ¢ — ¢ = 90°. Dakle, trougao MQN je
pravougli, te kako je R srediste hipotenuze, to je QR = RM = RN. Analogno bi dokazali sa druge

strane da je trougao PMN pravougli, odnosno da je PR = RM = RN. Dakle, iz svega navedenog
je PR = QR.

10



Rjesenja zadataka za drugi razred

Zadatak 4.

Tom 1 Jerry igraju igru. Najprije Jerry napise 9 prirodnih brojeva na papir, a Tom pokusava dobiti
da svi brojevi budu jednaki, visestrukim ponavljanjem sljedece operacije: u jednom koraku on bira
dva broja i mijenja svaki od njih njihovim zbirom. Moze li Jerry odabrati takve brojeve da Tom ne
moze ostvariti svoj naum ili Tom moze uvijek napraviti da brojevi budu jednaki, bez obzira koje
brojeve Jerry odabere?

Rjesenje
Za pocetak, vazno je uociti da se opisanim operacijama nikada ne moze dobiti negativan broj ili
nula.

Neka je Tom napisao brojeve
2,2,1,1,1,11,1,1.
U ovom koraku, postoji paran broj najvecih vrijednosti na papiru.
Biranjem bilo koja dva broja, Jerry moze dobiti paran broj najvecih vrijednosti na papiru.

Ukoliko Jerry u bilo kojem izabere dvije vtijednosti a i b, moze doéi do jedne od moguénosti:

a) Jerty je izabrao dva broja ¢iji je zbir veéi od najveéeg izabranog broja. Tada je broj najvecih
brojeva na ploci jednak 2.

b) Jerry je izabrao dva broja ¢iji je zbir manji od najveceg izabranog broja. Tada je broj najveéih
brojeva na ploci ostao isto.

c) Jerty je izabrao dva broja ¢iji je zbir jednak najvecem izabranom. Nijedan od izabranih
brojeva nije mogao biti jednak najvecem (jer bi to znacilo da je drugi broj nula, $to je

nemoguce). Dakle, raniji broj najvecih zapisanih brojeva je povecan za dva.

Kao $to mozemo uociti, na pocetku je broj najveéih elemenata jednak 2. U svakom potezu, taj broj
postaje dva, ostaje jednak ili se poveca za dva. Dakle, broj najveéih elemenata je u svakom potezu
paran.

U slucaju da su svi brojevi jednaki, broj najvecih vrijednosti napisanih na papiru bi bio 9. Medutim,
to je neparan broj, pa je pokazano da Tom moze zapisati brojeve na plocu.

11



Z.adaci za treéi razred

23.3.2019. godine

Zadatak 1.

Nacdi sva rjesenja sistema u skupu prirodnih brojeva
ab +c = 34
a+ bc = 29.

Zadatak 2.

Nadi sve prirodne brojeve a i b takve da je

3-2%+1=Db2

Zadatak 3.
U trouglu ABC poznato je da je LZABC = 75°1 £BCA = 45°. Ako je P tacka na stranici BC takva

da je duzina stranice BP dva puta veca od duzine stranice PC, izracunajte ugao ZAPB.

Zadatak 4.

Je li moguée podijeliti skup brojeva A = {1,2,3 ...,33} na jedanaest podskupova od po tti elementa
(svaki broj se nalazi u tacno jednom podskupu), takva da je u svakom podskupu jedan element
jednak sumi preostala dva elementa? Ukoliko jeste, dajte takvu podjelu, te ukoliko nije, dokazite da
takva podjela ne postoiji.

Svaki zadatak nosi 25 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.

Sretno!

12



Rjesenja zadataka za treci razred

Zadatak 1.

Nacdi sva rjesenja sistema u skupu prirodnih brojeva
ab +c =34
a+ bc = 29.

Rjesenje
Sabiranjem izraza dobijamo
ab+c+a+bc=63<
b(a+c)+a+c=63<
(a+c)(b+1) =63.

Sada imamo Sest mogucnosti za rastavljanje broja 63 na dva djelioca u skupu prirodnih brojeva:

63=1:-63=63-1=3-21=21-3=7-9=9-7.
1. Ispitajmo prvi slucaj:
at+c=1
b+1=63.
Ovaj slucaj otpada, jer su a i ¢ prirodni brojevi, pa njihov zbir ne moze biti jednak 1.

2. Drugi slucaj takoder otpada,jet b +1 > 1uzab € N.
3. U tre¢em slucaju, imamo:

at+c=3
b+1=21=b=20.
Uvrsavanjem ¢ = 3 — a u prvu jednacinu 20a + ¢ = 34, dobijamo
20a +3 —a=34=19a = 31.
Ovaj slucaj takoder nema rjesenja u skupu N.

4. U cetvrtom slucaju, b + 1 = 3, j. b = 2. Takoder, a + ¢ = 21. Uvrsavanjem ¢ = 21 —
a u jednacinu 2a + ¢ = 34, dobijamo 2a + 21 — a = 34. Sada je a = 13, sto dovodi
do trojke (a, b, c) = (13, 2, 8) koja je takoder rjesenie.

5. U petom slucaju, b = 8, te a + ¢ = 7. Uvrstavanjem ¢ = 7 — a, dobijamo 8a + 7 —

a = 34. Sada je 7a = 27, $to nema rjesenja u skupu prirodnih brojeva.

6. U Sestom slucaju, b = 6, te a + ¢ = 9. Sada je 6a + 9 — a = 34. Ovaj slucaj takoder

nema fjesenja. Sada je 6a = 25, paje a = 5. Sada je ¢ = 4, pa je jedino rjesenje

(a,b,c) = (5,6,4).

13



Rjesenja zadataka za treci razred

Zadatak 2

Nadi sve prirodne brojeve a i b takve da je

3-2%4+1=Db2

Rjesenje
Jednac¢inu mozemo zapisati kao

3.22=p2—1=(b—1)(b+1).

Kako je @ > 0, mozemo uoditi da je 3 - 2% paran broj. Stoga, bar jedan od brojeva b —11ib + 1
mora biti paran. Medutim, kako su ova dva broja iste parnosti, zaklju¢ujemo da su oba broja parna.
Kako se b — 11 b + 1 razlikuju za 2, ta¢no jedan od njih moze sadrzavati viSestruki faktor 2 (npr.
4,8 islicno). Stoga, ili je broj b — 1ili b + 1 djeljiv sa 2, te nije sa 4.

Taj faktor moze sadrzavati broj 3. U slucaju da sadrzi broj 3, faktor je jednak broju 6. Inace, faktor
je jednak broju 2.

Drugi faktor se mora razlikovati tacno za 2.

Ukoliko je prvi faktor jednak 2, drugi faktor je jednak 0 ili 4. Kako nijedan od ovih faktora ne

sadrzi broj 3, dolazimo do kontradikcije.

Dakle, prvi faktor je jednak 6. Sada je drugi faktor 4 ili 8, te su ova dva broja rjesenje. Dakle,
jednacina ima dva tjesenja (a,b) = (3,5) i (a, b) = (4,7).

14



Rjesenja zadataka za treci razred

Zadatak 3
U trouglu ABC poznato je da je LZABC = 75° 1 £BCA = 45°. Ako je P tacka na stranici BC takva

da je duzina stranice BP dva puta veca od duzine stranice PC, izracunajte ugao ZAPB.

Rjesenje

-]
N

2a P a C
3 3
Iz sinusne teoreme u trouglu ABC imamo

a sin60° 3

c sin45° |2

Ovaj izraz mozemo pisati kao

2
a®> 3 34 ¢
—=-=—=-
cz 2 c a
Zbog BP = éa, mozemo pisati
BP_c
c a

Stoga, zakljucujemo da su trouglovi BPA i BAC sli¢ni. Zato je ¢ = £BAC = 60°.

15



Rjesenja zadataka za treci razred

Zadatak 4

Je li mogucée podijeliti skup brojeva A = {1,2,3 ...,33} na jedanaest podskupova od po tti elementa
(svaki broj se nalazi u tacno jednom podskupu), takva da je u svakom podskupu jedan element
jedan sumi preostala dva elementa? Ukoliko jeste, dajte takvu podjelu, te ukoliko nije, dokazite da
takva podjela ne postoiji.

Rjesenje
Pretpostavimo da postoji takva podjela na jedanaest podskupova. Tada, za svaki od podskupova
{a, b, c} imamo da je, bez gubljenja opstost, a + b = c.

Medutim, iztaz @ + b = ¢ mozemo napisati kao a + b + ¢ = 2c¢. Dakle, suma elemenata u
svakom od 11 podskupova je parna. Samim tim, suma elemenata u svih 11 podskupova je takoder
parna.

Medutim, podskup sacinjavaju prirodni brojevi od 1 do 33, stoga, suma svih ovih brojeva mora
biti parna. Ta suma je jednaka

33 - 34
14+24-+33=

=33-17,

a ovo je neparan broj. Dakle, kontradikcija. Ne postoji trazena podjela na jedanaest podskupova.

16



Z.adaci za Cetvrti razred

23.3.2019. godine

Zadatak 1

U skupu realnih brojeva, rijesiti jednacinu
1
Vxi+x+ 1+F=\/x+3.
Zadatak 2

o V3.
Ako je sinx — cosx = =, izratunajte sin® x + cos® x.

Zadatak 3
Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je 5™ + 12" potpun kvadrat.

Napomena. Za broj kazemo da je potpun kvadrat ukoliko je on jednak kvadratu prirodnog
broja.

Zadatak 4
Neka je dat skup

{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Posmatrajmo neku permutaciju elemenata skupa i oznacimo je sa S (promijeSamo
elemente). Ukupno imamo 8 uzastopnih trojki u permutaciji. Posmatrajmo sumu elemenata
unutar svake trojke. Najvecu od njih oznacimo sa M(s). Na primjer, ukoliko imamo
permutaciju s = (4,6,2,9,0,1,8,5,7,3), dobijamo 8 suma: 12, 17, 11, 10, 9, 14, 20, 15.
Samim tim, M(s) = 20.

Koja je najmanja vrijednost koju M moze poprimiti? Dokazati tvrdnju.

Svaki zadatak nosi 25 bodova.
Nije dozvoljena upotreba kalkulatora, mobitela, tableta i drugih uredaja.

Sretno!
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Rjesenja zadataka za Cetvrti razred

Zadatak 1

U skupu realnih brojeva, rijesiti jednacinu

1
Vxi+x+ |[1+—==+vVx+3.

x2

Rjesenje
Kvadriranjem pocetnog izraza dobijamo

1 1
x2+x+1+—2+2j(x2+x)<1+—2)=x+3.
X Ve

Sada je
, 1 1
x +F+2 (x2+x)(1+F)=2.
Kako je
1
x2+—222,
X

zbog A, G, nejednakosti, imamo da je

1 1 1
2=x2+F+2\/(x2+x)(1+ﬁ>22+2\](x2+x)<1+x—2)22.

Dakle, izraz pod korijenom mora biti jednak nuli, te istovremeno x? = xiz, dabix? + xiz
bilo jednako 2.

Iz ovoga je x = *1.

U slucaju da je x = 1, izraz pod korijenom je jednak V4 = 2, §to nije tjesenje.

U sluc¢aju da je x = —1, imamo da je izraz pod korijenom jednak nuli.

Dakle, x = —1 je jedino rjesenje.
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Zadatak 2

o V3.
Ako je sinx — cosx = =, izratunajte sin® x + cos® x.

Rjesenje
Kvadriramo li poc¢etnu jednakost, dobijamo

1
sin? x — 2 sin x cos x + cos? x =3

Kako je sin? x 4+ cos? x = 1, imamo da je
1
1—2sinxcosx = —,
3
pa je

sinx cosx =

3
Izraz sin® x + cos® x mozemo pisati kao

sin® x + cos® x = (sin? x + cos? x)(sin* x — sin? x cos? x + cos* x)
= sin* x — sin? x cos? x + cos* x
= (sin? x + cos? x)? — 2 sin? x cos? x — sin? x cos? x
=1 — 3sin? x cos? x.

. . 1 v .
Kako je sinx cosx = e konacno je

. . ‘2
sin®x + cos®x = 1 — 3(sinx cosx)? = 1—3(—) =—.
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Zadatak 3
Odrediti sve prirodne brojeve n takve da je 5™ + 12" potpun kvadrat.

Napomena. Za broj kazemo da je potpun kvadrat ukoliko je on jednak kvadratu
prirodnog broja.

Rjesenje
Ako je broj n neparan, tj. oblikan = 2k — 1, k € N, tada je
5" = 52k~1 = 2 (/mod 3).
Samim tim,
5" + 12" = 2 (mod 3),

za neparne brojeve n. Kako potpuni kvadrati ne mogu dati ostatak 2 pri dijeljenju sa 3, za
neparne vrijednosti n izraz ne moze biti potpun kvadrat.

Neka je n = 2k, k € N. Sada imamo da je
52k 122k = 42,
Iz ovoga je
52k = (x — 12%)(x + 125).
Broj 5 ne moze istovremeno dijeliti x — 12% i x + 12¥ jer bi tada 5 dijelilo 2 - 12¥. Stoga,
jedan od brojeva x — 12K ili x + 12 je jednak 1. Kako je x — 12% < x + 12*, imamo da
je
1=x-12"s
52k = x + 12k,

Iz prve jednacine, imamo daje x = 1 + 12k, paje

52k =1+ 12K + 12k =1+ 2 - 12%,
Za k = 1, imamo da je jednacina taéna. Stoga, jedno tjesenje je n = 2.
Zak = 2, imamo da je 52 = 25F > 2. 12k + 1.
Dokazimo da je za svaki broj k > 1 izraz 25% > 2 - 12% + 1.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki broj k. Za k + 1 imamo

25K+*1 = 25K .25 > 25.(2-12¥ +1) =2-25-12F + 25 > 2 - 12k+1 4+ 1.

Ovim je tvrdnja dokazana po principu matematicke indukcije. Dakle, jedino rjesenje je n =

2.

20
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Zadatak 4
Neka je dat skup

{0)1)2)31415161718’9}'

Posmatrajmo neku permutaciju elemenata skupa i oznacimo je sa S (promijeSamo
elemente). Ukupno imamo 8 uzastopnih trojki u permutaciji. Posmatrajmo sumu elemenata
unutar svake trojke. Najvecu od njih oznacimo sa M(S). Na primjer, ukoliko imamo
permutaciju s = (4,6,2,9,0,1,8,5,7,3), dobijamo 8 suma: 12, 17, 11, 10, 9, 14, 20, 15.
Samim tim, M(s) = 20.

Koja je najmanja vrijednost koju M moze poprimiti? Dokazati tvrdnju.

Rjesenje
Posmatrajmo permutaciju
t=(0913724,6,0,5,8).
Vrijedi da je
M(t) = 13.
Dokazimo da vrijednost M (t) ne moze biti manja. Ukoliko je ta vtijednost manja od 13, to
znaci da je u najgorem slucaju suma elemenata za bilo koju uzastopnu trojku elemenata iz
permutacije najvise 12. Ukoliko imamo permutaciju
(aO' a,, a, ds, a4, ads, g, dy, dg, a9)'

tada mora vrijedi

a,+a; +az; <12.

a4+a5+a6S 12.

a; +ag+aq <12
Dakle, suma ovih elemenata je najvise 36. Kako je ukupna suma elemenata 45, to mora biti
ap =9. S druge strane, posmatramo li trojke (@, aq,a,), (as, ay,as), (aq, a;, ag)
analogno zakljucujemo da je dg = 9. Medutim, kako se radi o permutaciji pocetnog skupa,
nemoguce je da imamo dva ista elementa. Time je dokazano da ne moze vrijednost M biti
manja od 13.
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