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KANTONALNO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE

ZA1RAZRED
1. Akojex+y+z=1i§+§+§=O,izraéunatix2+y2+zz. 24Db
2. Na prijemnom ispitu iz matematike rjeSava se 40 zadataka. Tatno 18b

rijeSen zadatak vrijedi 15 bodova, a netacno rijeSen —4 boda. Dino
je rijeSio sve zadatke, ali naZalost neke je pogrijesio. Koliko je
ukupno pogresnih odgovora dao ako je na ispitu osvojio ukupno
353 boda?

3. Za koju vrijednost realnog parametra a jednacina 28b

a—>5 7+3a_ 2ax —5
x+1 x—-2 x2—x-2

nema rjesSenja?

4. U trouglu ABC je a = BC,b = AC, c = AB. Dokazati da je duZina 30b
teziSnice iz vrha A jednaka

ty = %\/sz + 2¢2% — a2,

Napomena: Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta. Dozvoljena je upotreba samo
pribora za crtanje i pisanje. Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.

Mnogo uspjeha u radu!



KANTONALNO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE
ZA 11 RAZRED

1. Izracunati 18b

(1 + i)1986
(1 — i)1986 — (1 + i)1986

2. Za koje vrijednosti realnog parametra m je 28b

x2—mx+1
x2+x+1

|<3
zasvex € R?

3. Odrediti trougao c¢ije stranice i povrSina mogu da se izraze pomocu 24 b
Cetiri uzastopna cijela broja.

4. U pravougli trougao sa hipotenuzom duZine ¢ = 35 upisan je 30b
kvadrat sa stranicom duZine d = 12 kao na slici. Odrediti duzine
kateta tog trougla.

Napomena: Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta. Dozvoljena je upotreba samo
pribora za crtanje i pisanje. Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.

Mnogo uspjeha u radu!



KANTONALNO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE

ZA 111 RAZRED
1. Rijesiti jednacinu log,(6 + 77%) = x + 1. 18b
2. Neka su a i § ostri pozitivni uglovi koji zadovoljavaju relacije 27b

3sin?a + 2sin?p =1
3sin2a — 2sin2f3 = 0.

Dokazatidajea + 2 = g

3. Jedan ugao trougla je 120°, a njegove stranice su x,x + 4,x + 8. 25b
Odrediti duZine stranica trougla i njegovu povrsinu.

4. Iz fokusa parabole y? = 12x pod o$trim uglom a prema x — osi, 30b
usmjeren je zrak svjetlosti koji se odbija od parabolu. Napisati

jednacinu prave po kojoj se krece odbijeni zrak ako je tga = %’

Napomena: Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta. Dozvoljena je upotreba samo
pribora za crtanje i pisanje. Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.

Mnogo uspjeha u radu!



KANTONALNO TAKMICENJE IZ MATEMATIKE

ZA 1V RAZRED
1. Da li postoji prirodan broj n takav da je n? — 15n + 1 djeljiv sa 25b
2897
2. Neka je p realan broj. Odrediti rjeSenja jednacine 30b

x3 4+ 2px? —px+10=0

ako je poznato da su ta rjeSenja uzastopni ¢lanovi aritmeti¢kog niza.

3. Matematickom indukcijom dokazati da je broj 4™ + 15n — 1 djeljiv 22b
sa 9 za svaki prirodan broj.

4. U jednom Zestokom obracunu medu gusarima 70 njih od 100 je 23b
izgubilo jedno oko, 75 njih jedno uho, 80 jednu ruku i 85 jednu nogu.
Dokazati da je bar 10 gusara izgubilo istovremeno oko, uho, ruku i
nogu.

Napomena: Vrijeme predvideno za izradu zadataka je 120 minuta. Dozvoljena je upotreba samo
pribora za crtanje i pisanje. Nije dozvoljena upotreba kalkulatora.

Mnogo uspjeha u radu!



SMS ,Zijah Dizdarevi¢“ Fojnica
www.smsfojnica.com

Moguéa rjeSenja zadataka za | razred

MnoZenjem uslova zadatka §+ % + i = 0 saxyz # 0, dobijamo yz +

xz+xy=0. (8 b) (x+y+2)?*=0C+y) > +2(x+y)z+z*=
x2+y2+ 22+ 2(xy + xz+yz) (10 b), odakle je x? +y% + 22 =
(x+y+2)?2—-2(xy+xz+yz)=1(6b).

Neka je x broj zadataka koje Dino nije tacno rijeSio (2 b). Broj zadataka
koje je Dino tacno rijeSio je 40 — x (3 b), pa je njegov ukupan broj
bodova jednak 15(40 —x) —4x (7 b). Prema tome treba rijesiti
jednacinu 15(40 — x) — 4x = 353 (2 b). Rjesenje jednacine je = 13,
dakle Dino nije tacno uradio 13 zadataka (4 b).

vs a->5 7+3a 2ax-5 . . a-5 7+3a
Jednadinu — — = dovodimo na oblik — — =
x+1 x—2 x2—x-2 x+1 x—2

2ax—5
(x+1)(x-2)
—1lix#2(3b), dobijamo jednacinu —4ax —12x —5a+8 =0

(5 b), odakle je x = —2 (3 b).

4(a+3)

(2 b). MnoZenjem jednacine sa (x + 1)(x —2) #0,x #

Zaa = —3 zadana jednacina nema rjeSenja (5 b). Iz istih razloga x =
—1ix = 2 ne mogu biti rjeSenja, pa za vrijednostia = —20 (za x =

—1ia=— g (za x = 2) takoder nema rjesenja (5 b +5 b).

Prvo riedenje: Neka je D srediste stranice BC, a tacke E i F podnoZja
visina iz tacaka B i C na teZisnicu t,. (6 b)

(5b)

24b

18 b

28b

30b
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ABED = ACFD paje DE =DF =x i CF = BE =y.(3b)

Iz pravouglih trouglova AABE i AAFC je:

(tq _x)z +y2 = c?

(tg +x)2 +y% =b?

Sabiranjem zadnje dvije jednakosti dobijamo 2t2 + 2x2? + 2y2? = b%? + ¢? (8 b)
Iz ADFC je x% + y? = a; (4 b), paimamo:

2
2t2 = b% +c? — a? odakle je t, = %\/sz + 2c? — a®. (4b)

Drugo rjeSenje: Neka je AD teZisnica t,, AE visina h, i ED = x.

(6b)
UAAED: t2 =hZ+x? (4b)
2
UMAEB: ¢2=hZ+(3-x) (4b)
2
2
U AAEC: b? = h§+(§ +x) (4b)
Oduzimanjem zadnje dvije jednakosti dobijamo c? — b? = —2xa, odakle je
bZ_CZ 2

X = ( 6 b). Oduzimanjem prve dvije jednakosti dobijamo: t2 = ¢? — a: +ax u

2a

2
—C . v . v .
- dobijamo traZeno rjeSenje

koju nakon uvrStavanja dobijene vrijednosti x =
(6 b).
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Moguéa rjeSenja zadataka za Il razred

(1 + i)tose 3 (1 + )29
(1 — i)1986 — (1 + i)1986 - ((1 — i)2)993 — ((1 + i)2)993 18 b

l-2 — _1’ (1 + l)Z — 2l, (1 _ l)Z — —Zl, i993 — l'4--24-8+1 — l(5 b)

((1+i)2)993 _ (20)993 _ (21)993
((1-1)2)993—((1+1)2)993 - (~20)993—(2{)993 - —2(20)993

= —% (13 b)

xZ-mx+1 28b

RjeSavamo sistem nejednacina: —3 < o < 3, odnosno

2_ 2_
w>_3/\ﬂ<3(3b)_

x2+x+1 x2+x+1

I. M>_3

x2+x+1
x%—mx+1+3(x%+x+1
x24+x+1
4x%+x(3-m)+4
x2+x+1
zadovoljena kada je 4x? + x(3 —m) + 4 > 0, pa mora biti
a=4>0AD=m?—-6m—55<0,odaklejem €
(=5,11). (10 b)
x%2-mx+1

. —/——<3,

x2+x+1

me (=7,1) (10 b)

>0,

> 0, pakako je x? + x + 1 > 0 nejednakost je

Konacno rjeSenje m € (—5,1) (5b).
Neka su stranice trouglan,n + 1,n + 2, a povrsina trouglan + 3. (3 b)

Koristimo Heronovu formula za raéunanje povrsine trougla P =

\/s(s —a)(s—=b)(s—c).

_3n+3 3(n+1)

s 2 2
_n+3

S a = 2
b_n+1

STPET
_n—l

S C = 2

Uvrstavanjem u Heronovu formulu dobijamo

24b
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n+3= \/3(";1) ’%’3 . nTH . nT_l odakle kvadriranjem dobijamo

16(n+3)2-3(n+1(n+3)(n>—-1)=0(8h).

Faktorizacijom dolazimo do jednaéine (n + 3)(—3n% — 3n? — 19n — 51) =
0. Daljim rastavljanjem na faktore (Hornerovom shemom ili dijeljenjem
polinoma san — 3) dobijamo (n + 3)(n —3)(3n%? + 12n + 17) = 0.
Zakljucujemo da je zadnji proizvod jednak nuli samo zan = 3 (10 b).

Stranice trouglasua = 3,b = 4,c = 5,P = 6, tzv. Egipatski trougao. (3 b)

30b

U pravouglom trouglu ABC vrijedi a® + b? = 352 = 1225 (2 b).

Iz slicnosti trouglova AABC~ABFD (5 b) imamo: a:b = (a — d): d, odakle je
12(a+ b) = ab (8 b)

Ssitem jednacina 12(a + b) = ab A a? + b? = 1225 svodi se na sistem
12(a+ b) = ab A (a + b)? = 1225 + 2ab (4 b).

Uvodenjem smjene a + b = x i ab = y dobijaju se vrijednosti x; =

49 i y; = 588 koja uzimamo za rjesenja, te vrijednosti x, = —25iy, =
—300 koja ne mogu biti rjeSenja (5 b). Za x; = 49 i y; = 588 rjeSavamo
sistema + b = 49 i ab = 588, odakle se dobijaju duZine kateta 2128 (6
b).
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Mogucda rjeSenja zadataka za lll razred

log;(6+7*)=x+1 18 b
Definiciono podrucje Vx € R (1 b)
6+ 7% =7*"1(4b)

7-7%* —6-7* —1 = 0, uvodenjem smjene t = 7%, eksponencijalna
jednacina svodi se na kvadratnu jednacinu cija su rjeSenja t; =

lit, = —% (10 b). RjeSenje logaritamske jednacine je x = 0. (3 b)

Krenimo od prve jednakosti 27b
3sina + 2sin?p =1

Imamo: 3sina = 1 — 2sin?B = sin?p + cos?p — 2sin?p =
cos?f — sin?pB = cos2f. (7b)

[z 3sin2a — 2sin2f = 0 dobijamo sin2p = %sinZa. (7b)

cos(a + 2B) = cosacos2f — sinasin2f = cosasin’a —

.3 . . . . .
sina 2 sin2a = cosasin’a — sinacosasina = cosasin’a —
cosasin?a = 0 (10 b).

Odavde je a + 2 = 0 (3 b).

Stranice trougla su x, x + 4, x + 8, a kako je ugao 120°tupi, 25b
nasuprot njega se nalazi najduZza stranica x + 8 (3 b).

(2b)

Prema kosinusnoj teoremi je (x + 8)% = x2 + (x + 4)% —
2x(x + 4)cos120° (6 b).

RjeSenja zadnje jednaCine su x; = 6 i x, = —4, pa su stranice
trougla 6,10 i 14. (10 b)
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Povrsina trougla je P = %siny = %sian ° = 15+/3. (4b)

Fokus parabole y% = 12x je F(3,0) (2 b).

30

T slika(3b)

Jednacina prave koja prolazi kroz fokus F(3,0) i sa koeficijentom
pravca k = tga=% je3x—4y—-9=0(3b).
Presjecnu tacku prave i prabole dobivamo rjeSavanjem sistema
yz = 12x

3x—4y—-9=0
RjeSevanjem sistema dobiju se dvije tacke P(27,18) i R(%, -2),
prema uslovu zadatka rjesenje je samo tacka P (5 b).
Jednacdina tangene parabole u tacki P(27,18) glasi y;y = p(x + xy),
dakley = %x + 9 (4 b). Koeficijent pravca normale na parabola tacki P
glasik, = =3 (3 b).
Kako upadni zrak, normala i odbojni zrak leze u istoj ravni i pri tome je
ugao izmedu upadnog zraka i normale jednak uglu izmedu normale i

odbojnog zraka, moze se odrediti koeficijent pravca k, prave na kojoj
leZi odbijeni zrak na sljededi nacin:
k,—k _ k,—ky
1+k, k 1+k, k,

gdjejek = %, k, = —3. Koeficijent pravca odbojnog zraka je k, = 0.

Jednacina prave po kojoj se kre¢e odbojni zrak je y — 18 =
0(x — 27), dakley — 18 = 0 (10 b).

30b
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Moguéa rjeSenja zadataka za IV razred
n?—15n+1=n?+2n+1-2n—-15n=(n+ 1) —17n (10b)

Ako je n + 1 djeljiv sa 17, tada n nije djeljiv sa 17 jer NZD(n,n +
1) = 1.Zatoje(n+ 1)2 — 17n = 17%k? — 17n = 17(17k? — n),k €
Z, pa ovaj broj ne moze biti djeljiv sa 289 (8 b).

Ako n+1 nije djeljivsa 17, tadani (n + 1) — 17n nije djeljivsa 17,
pa tim prije ni sa 289. Dakle takav prirodan broj ne postoji (7 b).

Prema Vietovim formulama je
X1+ x, +x3=-2p
X1Xy + XoX3 + X1X3 = =P
X1X,x3 = —10. (5b)

AKo su x4, x, i xguzastopni ¢lanovi aritmetickog niza, onda je x; =
x—d,x, = x,x3 = x + d,(3 b) pauvrsStavanjem u gornje izraze
dobijamo:

3x = —2p (D
x—dx+x(x+d)+x+d)(x—d)=—p (2) 3
b)
(x—d)x(x+d)=-10 (3)

Iz (1) slijedi x = _TZP, pa uvrstavanjem u (3) dobijamo x? — d? =
_o_15

x p
Iz(2) imamo (x —d)x + x(x + d) + 175 = —p,odakle je 2x? = —p —
15

p

UvrStavanjem vrijednosti x = _TZP (3 b) u posljednju jednacinu
dobija se jednatina treéeg stepena 8p3 + 9p% + 135 = 0 (10 b).
Trazimo cjelobrojna rjeSenja ove jednaline, a to moraju biti
djeljitelji broja 135. Jedno rjeSenje jednacine je p = —3.

25b

30b
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(8p> + 9p? + 135): (p + 3) = 8p? — 15p + 45. Kvadratna
jednacina 8p? — 15p + 45 = 0 nema realna rjeSenja, pazap = —3
jex =2,aiz

x?—d?=-5, je d=+3. RjeSenja jednatine su —1,2i5, a
jednacina glasi x3 — 6x2 + 3x + 10 = 0 (6 b).

Zan = 1tvrdnja vrijedi jerje4 + 15—1=18.(2b)
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k, tj. neka je 4% + 15k —
1=9N.(3Db)
DokaZimo da tvrdnja vrijedi i za n = k + 1, odnosno da je 4**1 +
15(k + 1) — 1 djeljivo sa 9.
4k+1 4+ 15(k+1)—1=4-4*+15k+15—-1
=4-4+4-15k—4—-4-15k+4 + 15k + 15— 1
= 4(4% + 15k — 1) + 18 — 45k
=4-9N +9(2 — 5k)
Dakle tvrdnja vrijedi i za n=k+1. (15 b)

Na osnovu principa matematicke indukcije zakljuCujemo da je
tvrdnja tac¢na za svaki prirodan broj n. (2 b)

Oko i uho izgubilo je bar (70 + 75) — 100 = 45 gusara. (7 b)

Oko, uho i ruku izgubilo je bar (45 + 80) — 100 = 25 gusara (8 b)
Oko, uho, ruku i nogu izgubilo je bar (25 + 85) — 100 = 10 gusara
(8 b).

22b

23b
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